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Rechenaufgaben für den Schulunterricht

von Andreas Müller

Aufgabe 1) Der Weiße Zwerg Sirius B 

Strahlungsleistung und Leuchtkraft
Gemäß dem Stefan-Boltzmann-Gesetz ist die Strahlungsleistung P proportional zur Fläche A des strahlenden Körpers und zur vierten Potenz seiner Temperatur T:

P =  A T4.

Die Proportionalitätskonstante  ist die Stefan-Boltzmann-Konstante

 = 25 kB4 / (15 h3 c2) ≈ 5,67 x 10–8 W m–2 K–4.

In der Stellarastronomie wird die Strahlungsleistung P zur Leuchtkraft L. Sie hat ebenfalls die SI-Einheit Watt (W). Viel häufiger geben Astronomen die Leuchtkraft im cgs-System in der Einheit erg/s an. Es gilt 1 erg = 10–7 J. Unter der Annahme eine kugelförmigen Sterns mit Radius R berechnet sich die leuchtende Sternoberfläche zu A = 4R2.

Damit gilt für die Leuchtkraft eines Sterns: L = 4R2  T4.

Über den Stern Sirius
Sirius im Sternbild Großer Hund (Canis Major) ist der hellste Stern am Himmel nach der Sonne. Die scheinbare visuelle Helligkeit beträgt –1,46mag. Von allen Gestirnen des Himmels sind Sonne und Mond sowie Venus, Jupiter, Mars und Merkur heller als Sirius. Er ist Teil des Wintersechsecks und am Nordhimmel gut in der Nähe des Sternbilds Orion sichtbar. Sirius ist nur 8,6 Lichtjahre entfernt. Damit gehört er zu den nächsten Sternen  überhaupt (vgl. Proxima Centauri mit 4,2 Lichtjahren). Seine räumliche Nähe ist auch der Grund, weshalb er uns so hell erscheint. Intrinsisch, also seine Helligkeit vor Ort, genauer gesagt die absolute Helligkeit von Sirius ist nicht so groß.

Über den Begleiter Sirius B
Der helle Hauptstern Sirius, genauer Sirius A, hat einen ganz besonderen Begleitstern, genannt Sirius B, über dessen Natur man lange im Unklaren war. Die Entdeckungsgeschichte, um was es sich bei Sirius B handelt gehört zu den spannendsten in der Astronomiegeschichte.

Sirius B ist lichtschwach und  hat nur 2,7% der Sonnenleuchtkraft. Gleichwohl ist er aber sehr heiß, wie seine Spektralklasse verrät. Obwohl er so leuchtschwach ist, hat er fast die Masse der Sonne (98%). Das war anfangs sehr rätselhaft.

Im Jahr 1844 entdeckte Friedrich Bessel Unregelmäßigkeiten in der Eigenbewegung von Sirius A. Damit kam die Hypothese eines unsichtbaren Begleiters auf. Christian Peters bestimmte die Umlaufperiode des Begleiters zu 50,093 Jahren und seine Masse zu nur sechs Jupitermassen. Erst 1862 wurde Sirius B von Alvan Graham Clark mit einem Refraktor entdeckt.


Spektralklasse und Sternspektren
Im 19. Jahrhundert wurden Sterne nach ihrem Lichtspektrum, man könnte auch sagen, nach ihrer Sternfarbe in Spektralklassen (oder Spektraltypen) eingeteilt. Historisch bedingt gibt es die Spektralklassen O, B, A, F, G, K, M, L, T, was man sich mit diesem recht amüsanten Merksatz gut behalten kann: "Oh, Be A Fine Girl, Kiss My Lips Tenderly."
Im Rahmen der Stellarphysik wurde klar, dass die Sternfarbe etwas mit der mittleren Temperatur der äußersten Sternhülle zu tun hat, der Sternatmosphäre. Mit dem Planckschen Strahlungsgesetz folgt aus diesem einzigen Parameter Temperatur das kontinuierliche Sternspektrum. Sterne sind Wärmestrahler. Allerdings befinden sich weitere chemische Elemente in der Sternhülle, die in dem Planck-Spektrum als schwarze Absorptionslinien auftreten (vgl. z. B. Fraunhofer-Linien in der Sonne). 

Jeder Spektralklasse kann somit eine Sternfarbe und ein Temperaturbereich zugeordnet werden.

	Spektralklasse
	Sternfarbe
	Temperaturbereich (in Kelvin)

	O
	blau
	30.000 - 50.000

	B
	blau-weiß
	10.000 - 28.000

	A
	weiß
	7500 - 9750

	F
	weiß-gelb
	6000 - 7350

	G
	gelb
	5000 - 5900

	K
	orange
	3500 - 4850

	M
	rot-orange
	2000 - 3350

	L
	rot
	1300 - 2000

	T
	dunkelrot
	600 - 1300



Gravitationsrotverschiebung
Die Frequenzverschiebung einer Lichtwelle im Gravitationsfeld berechnet sich gemäß der Allgemeinen Relativitätstheorie mit der 00-Komponente des metrischen Tensors g00 zu

obs = √g00  0     (Index obs: Beobachter- oder Laborsystem; Index 0: Ruhesystem) 

Daraus folgt die Rotverschiebung z :=  ( 0 – obs ) / obs = 1/√g00  – 1. In der Schwarzschild-Lösung gilt g00 =  1 – 2GM/rc2. So ergibt sich: z = (1 – 2GM/rc2)–1/2 – 1.

AUFGABEN: 

a) Bestimme aus der Leuchtkraft von Sirius B, LSirB = 0,027 L (mit L= 3,853 x 1026 W) und der per Beobachtung klassifizierten Effektivtemperatur von 25.000 Kelvin den Durchmesser von Sirius B. 

b) An der Oberfläche von Sirius B wird ein UV-Photon des Lyman  – Übergangs im Wasserstoffatom mit einer Wellenlänge von 121,6 nm abgestrahlt. Mit welcher Wellenlänge kommt das Photon bei einem Beobachter im Unendlichen an? Welche Rotverschiebung z hat das Photon erlitten? In welchem Spektralbereich liegt es, wenn es beim entfernten Beobachter ankommt?

LÖSUNGEN: 

a) 

Verwendung von L = 4R2  T4. und Umstellung nach R.
Annahme für T = 25.000 K (Literaturwert). 

Lösungsgleichung für Durchmesser D von Sirius B:

D = 2R = 2 [ L / (4  T4) ]1/2 ≈ 12.230 km – Erdgröße!

(Literaturwert: RSirB = 0,00864 R = 6048 km)
Siehe auch Exceldatei mit der Berechnung in der Anlage.

b)

Verwende den Radius RSirB = 6048 km aus Aufgabe (a) und die oben angegebene Masse MSirB = 0,98 M.

z = (1 – 2GM/Rc2)–1/2 – 1 = 2,4 x 10–4. 

obs = 0 (z + 1) = 121,6 nm x 1,00024 = 121,63 nm

Die gravitative Rotverschiebung eines Weißen Zwergs ist demnach extrem gering. Das beobachtete Photon liegt nach wie vor im UV. Interessanter wird der Effekt bei Neutronensternen und Schwarzen Löchern.

[bookmark: _GoBack]Umgekehrt ist es interessant aus der komplizierten, astronomischen Messung der Linienverschiebung auf Masse oder Radius des Weißen Zwergs zu schließen. Die Masse von Sirius B kann man sich alternativ aus dem 3. Kepler-Gesetz beschaffen. Die Umlaufzeit von Sirius B um Sirius A von rund 50 Jahren ist schon lange bekannt. Die große Halbachse seiner Bahnellipse kann ebenfalls aus der Beobachtung und bekannter Entfernung berechnet werden.

Quellen: Skemer & Close (ApJ 2011): arxiv:1101.4314, link: http://arxiv.org/pdf/1101.4314.pdf, http://www.solarsystemquick.com/universe/sirius-star.htm, http://de.wikipedia.org/wiki/Sirius#Sirius_B, http://de.wikipedia.org/wiki/Spektralklasse


Aufgabe 2) Kompakte Neutronensternmaterie 

Massereiche Sterne, die deutlich schwerer sind als die Sonne, explodieren in Sternexplosionen, den Supernovae. Während die äußeren Schalen des Vorläufersterns durch die Explosion im Weltall verteilt werden, kollabiert der Sternkern zu einem kompakten Sternüberrest. Die Sternmaterie wird dabei so sehr verdichtet, dass die Elektronen der Atomhülle in die Protonen des Atomkerns gepresst werden. Die Materie wird neutronisiert. Ein Neutronenstern ist entstanden.
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Die Grafik rechts (Bildquelle: Exzellenzcluster Universe) zeigt einen Ausschnitt aus der Neutronensternkugel. Die Materie wird immer dichter, je tiefer man in den Neutronenstern eindringt. Bei bestimmten Dichten verändert die Materie ihren Zustand, so dass ein Neutronenstern eine Schalenstruktur mit unterschiedlichen Materiezuständen aufweist. Das sind (von außen nach innen) eine dünne Atmosphäre, eine Kruste aus Eisenatomen, eine Neutronenflüssigkeit und ein exotisches Kernmateriegemisch, u.a. aus Kaonen und Hyperonen. Tief im Kern könnten sogar die Quarks in freier Form vorliegen. Die Gluonen sind Kraftteilchen, die die Quarks zusammenhalten. Ab bestimmten Temperaturen und Dichten kann dieser Verbund aufgebrochen werden, und es entsteht ein Quark-Gluon-Plasma. 

Nehmen wir an, wir könnten Bohrproben aus einem Neutronenstern entnehmen und sie auf die Erde bringen, um ihre Masse zu bestimmen. Berechne anhand der angegebenen Übergangsdichten in der Grafik die Masse einer Neutronensternprobe der Größe eines Kubikzentimeterwürfels aus 1 km, 5 km und 10 km Tiefe.

----------------------------------

LÖSUNG: 

1 km Tiefe – Übergangszone vom Eisengitter zur Neutronenflüssigkeit

m1km = 1km x VWürfel = 1,1 x 109 g cm-3 x 1 cm3 = 1,1 x 106 kg = 1.100 t

Zum Vergleich: Der Eiffelturm hat eine Gesamtmasse von etwa 10.000 Tonnen (gut neun Neutronensternwürfel aus 1 km Tiefe), während ein Flugzeugträger etwa 50.000 Tonnen wiegt (gut 45 Neutronensternwürfel aus 1 km Tiefe).

5 km Tiefe – Übergangszone von der Neutronenflüssigkeit zur Kernmaterie

m5km = 5km x VWürfel = 1,7 x 1014 g cm-3 x 1 cm3 = 1,7 x 1011 kg = 170 Mio. t

Zum Vergleich: Ein irdischer Berg wiegt ungefähr eine Milliarde Tonnen oder ca. fünf Neutronensternwürfel aus 5 km Tiefe.

10 km Tiefe – Übergangszone von der Kernmaterie zum Quark-Gluon-Plasma

m10km = 10km x VWürfel = 5 x 1014 g cm-3 x 1 cm3 = 5 x 1011 kg = 500 Mio. t

Zum Vergleich: Das Wasser der Weltmeere (1,4 Mrd. Kubikkilometer oder 1,4 x 1015 Liter) hat eine Masse von 1,4 x 1012 Tonnen oder 2800 Neutronensternwürfel aus 10 km Tiefe.
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